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Introduccién

@ Derivada con respecto al dominio

@ Resolucién del Problema Isoperimétrico - En dimensién 3



Derivada con respecto al dominio

Ahora, cuando la funcién objetiva J : D — R es una funcién sobre una clase de
dominios, el estudio de problemas de optimizacién de J sobre D requiere el
estudio de variaciones de J(Q2) cuando un Q € D esta sujeto a pequefias
variaciones deformando la frontera.

e V: D — R? un campo vectorial suave, supp(V) C D, y &, el flujo asociado.
Denotamos Q; := &.(Q).

Q) —J(Q
dJ(Q; V) := lim M7
t—0+ t
siempre que este limite exista.
e Esto se denomina derivada con respecto al dominio (o derivada de forma) si

es un funcional lineal y continuo con respecto a V.

Figura: Deformacién de un dominio inicial Q¢ a un dominio perturbado Q; mediante la
perturbacion de la identidad impulsada por el campo de velocidades V.



Derivada con respecto al dominio

Las preguntas de interés

o jExiste esta derivada?
@ ;Que forma tiene?

o ;Como se calcula?




Calculo de Derivada con Respecto al Dominio

Consideramos un funcional integral definido sobre un dominio abierto Q C R¢:

J(Q):/Qf(x) dx

f derivable y Q de frontera suave.

Teorema de Transporte de Reynolds / Férmula de Hadamard

dIQ)(V) :/ F() (V- n) dS

(2,93

Demostracion Aplicando un cambio de variable (y = T:(x) = x + tV/(x)):
J(Q) = /Q fy)dy = /Q f(x + tV(x)) | det DT:(x)| dx
Para t pequefio, |det(/ + t DV(x))| = 1 + tdiv(V(x)) 4+ O(t?). Derivando
dJ(Q)(V) = /Q (Vf(x) V() + f(x)div(V(x))) dx = /Q div(f(x) V(x)) dx

porque div(f V) = Vf - V 4 fdiv V. Aplicando el Teorema de la Divergencia
(Gauss-Ostrogradsky)

dIQ)(V) = /m F(x) (V(x) - n) dS.



Derivada de Forma de una Integral de Frontera

Consideramos un funcional integral definido sobre la frontera 9Q:

J(Q) = / £()ds

con g suficientemente suave y Q de frontera regular.

Férmula de Derivada de Forma (Hadamard)

dJ(Q)(V) :/BQ (‘;ﬁ +Hg) (V-n)ds

donde H = div(n) es la curvatura media y n la normal exterior.

Esquema de Demostracién Sea S C R® una superficie suave orientada.
Consideramos una parametrizacién local mediante una funcién suave
f:UCR - R
o Matriz Jacobiana: Df = (Blf | azf) € R3*?
o Tensor Métrico (Primera Forma Fundamental):
G = (Df)" Df € R**?

o Elemento de area superficial infinitesimal:

dS = +/det(G) durdu-



2. Perturbacién de la Superficie y la Métrica

La superficie perturbada es f; = f + tV/(f). Aplicando la regla de la cadena, la
matriz Jacobiana de la superficie deformada es:

Df: = (I + t DV)Df

Tensor Métrico Perturbado G(t) = (Df:)" Df;

Desarrollando el producto y descartando términos O(t?):

G(t) ~ G+t (Df)" (Dv + DVT) Df

Derivando el elemento de area dS; = \/det G(t) du1du, con la regla de la
cadena y la identidad de Jacobi (& det G = det Gtr(G71G)):

%\/detG(t) :%\/dethr(G_lG)

t=0



tr(G7'G)

tr <((Df)TDf) “(oHT(OV + DVT)Df)

S Df((Df)TDf)il(Df)T(DV—i—DVT)

P (Proyector Tangente)

= 2tr(PDV)

reordenando los términos algebraicos (tr(ABC) = tr(CAB)).
Ahora P es le proyector ortogonal al plano tangente P =/ —nn”.

tr ((I - nnT)DV) =tr(DV) — tr(n” DVn)

o Divergencia volumétrica: tr(DV) = div(V)

o Derivada normal: tr(nTDV”) = a(g/';n)
Entonces: d 8(V - n)
n
— = I V - T
o dS: . (dlv( ) n ) dsS




Derivada de Forma del Funcional Integral

Para calcular la derivada de forma del funcional J(Q) = [,, g dS, evaluamos en
la regién perturbada Q; = T¢(Q):

J(Q:) = /ant g(x)dS: = /an g(x + tV(x)) dS:

Expansion a Primer Orden en ¢t

Utilizamos la derivada direccional de g en la direccién del flujo (Vg - V) y la
variacién del elemento de area:

gx+tV(x)) ~g(x)+tVg-V

dS, ~ (1 +t [div(V) - 8(\,;,,' “)D ds

V.

Multiplicando ambas expresiones y reteniendo solo los términos de orden O(t):

dJ(Q)(V) = /m (Vg~ V + gdiv(V) —ga(\gn' “)) ds



Descomposicién de la Velocidad y Divergencia Superficial

Descomponemos el campo de velocidad V ortogonalmente en su parte normal

y tangencial:
V=V,n+V, dondeV,=V-n

1. Descomposicién de la Derivada Espacial

VgV =Yg (Vant V) = 2V, 4 Vog Vs

.

2. Expansion de la Divergencia Superficial

Aplicando la regla de Leibniz para V,n:
divr (V) = divr(Van) + divr (V7)) = Vi, divr(n) +divr(V7)
~—

H (curvatura media)

.




Integracién por Partes y Estructura de Hadamard

Sustituyendo las expansiones anteriores en la integral y separando las
contribuciones normales y tangenciales:

P .
dJ(Q)(V) = / <a—ﬁ + Hg) VodS+ [ (Vg Vi +gdivi(V,))dS
o0 o0

divr (gVr)

Anulacién del Término Tangencial

Por el Teorema de la Divergencia en Superficies (integraciéon por partes sobre
una frontera cerrada 92 sin borde), la integral de la divergencia superficial se
anula:

/ divr(gV-)dS =0
9

Teorema de Estructura de Hadamard:

dIQ)(V) = /BQ (g—f —|—Hg> (V-n)ds



Derivada de Forma del Problema Isoperimétrico en R”

Consideremos un dominio Q C R"” con frontera suave 992 de dimensién n — 1.
El problema isoperimétrico consiste en minimizar el area superficial
manteniendo un volumen constante:

P(Q) :/ 1dS sujetoa V(Q)= / ldx=W
20 Q
o Derivada del Volumen: Aplicando el teorema de la divergencia en R":
dv(Q)(V) = (V-n)dS
Flo)
o Derivada del Perimetro (Hadamard con g = 1):

dP(Q)(V):/ H(V -n)dS

o0

donde H = divr(n) es la curvatura media (suma de las n — 1 curvaturas
principales).

Condicién de Optimalidad (Superficie CMC)

Usando un multiplicador de Lagrange A para la restricciéon de volumen:

dP(Q)(V) = AdV(Q)(V) =0 = H =X (Constante)




Conclusién: El Problema Isoperimétrico y la Esfera

Del analisis de la derivada de forma, las soluciones éptimas al problema
isoperimétrico (superficies que minimizan el drea manteniendo un volumen fijo)
se caracterizan por tener una curvatura media constante (H = Ho).

Teorema (Alexandrov's Soap Bubble Theorem)

Sea Q C R? un dominio acotado cuya frontera ¥ = 0 es una superficie
cerrada, suave, conexa e encajada con curvatura media constante H = Hp.
Entonces ¥ es una esfera euclidea.

Conclusién: Gracias a este resultado clasico, se concluye formalmente que la
Ginica forma geométrica éptima y regular para el problema isoperimétrico en R3
es la esfera.



Resolucién Numeérica: Evolucién por Flujo Geométrico

Para resolver numéricamente problemas de optimizacién de forma o evolucién
geométrica (como el flujo de curvatura media), evolucionamos la
parametrizacién de la superficie f(uz, u2, t) mediante su campo de velocidad

6ptimo.

Ecuacién Diferencial Ordinaria / Parcial (EDP)
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