Derivada con respecto al dominio y algunas aplicaciones en
optimizacién de formas

Rajesh Mahadevan
Departamento de Matematica
Universidad de Concepcién

Escuela de Postgrado en Matematica UdeC
4 - 7 Agosto 2026.



Introduccién

Algunos problemas de interés

Marco teérico

Nociones de Optimizacién

@ Resolucién del Problema Isoperimétrico



Algunos Problemas de Interés

@ Problema Isoperimétrico De todos los dominios acotados en el plano cuya
frontera es una curva simple cerrada (o de Jordan) de perimetro fijo
L > 0, jcual es el que posee la mayor area?

@ Problema Isoperimétrico para poligonos Dado un entero n > 3 y un
perimetro fijo L > 0, de todos los poligonos simples en el plano con n
lados y perimetro L, jcual es el que encierra la mayor area?



Problema de Aerodinamica

Considere una superficie u : Q — R moviendo con velocidad constante en la
direccién z (considerada horizontal) dentro de un fluido enrarecido de
particulas enrarecidas. La resistencia al movimiento de la superficie se calcula

por la formula
1
Flu)= | ————dxd
(1) /Q 1+ |Vu? xay

El problema es de encontrar la forma de la superficie para cual la resistencia es
la minima
inf{F(u):0 < u < M,u concava sobre Q}.

V =“—ve,




Forma de una gota de liquido en reposo

Considere una gota liquida en reposo sobre un sustrato plano horizontal en
presencia de la gravedad. ;Cuél es la forma que toma la gota de liquido?

E

X3

2 (liquido-gas)

~e

5 = {X3 = 0}
> s (liquido-sélido)

La funcional de energia potencial total E(2) combina la tensién superficial a lo
largo de ambas fronteras y la energia potencial gravitatoria:

E(Q) = v Area(X) + B Area(Xs) + pg/ X3 dx
Q
donde v > 0 es la tensién superficial liquido-gas, 8 € R es la energia relativa de
adhesién sélido-liquido, p > 0 es la densidad del fluido y g es la aceleracién de
la gravedad. Buscamos las formas criticas de E(£2) de volumen fijo V() = Vo.



Maximizacién de la rigidez torsional

Sea Q C R? la seccién transversal de una viga cilindrica. La rigidez a la torsién
P(£2) mide la resistencia de la viga a ser retorcida y se define mediante:

P(Q) :2/Qu(x) dx (1)

donde la funcién de tension u € H3(Q) satisface la ecuacién de estado de
Poisson con condiciones de Dirichlet:

Au=-2 enQ
_ (2)
u=20 en 002

Entre todos los dominios de seccién transversal suaves Q C R? de area fija
A(Q2) = Ao, icual es forma que maximiza la rigidez a la torsién P(£2)?



Maximizacién de la Capacidad Electrostatica

Sea Q C R® un dominio acotado y suave que representa un conductor eléctrico
sélido, y sea Q€ la regidn exterior no acotada. El potencial electrostatico de
equilibrio u(x) generado al cargar Q a un voltaje unitario satisface:

Au=0 en Q°
u=1 en 00

lim|y oo t(x) =0

La capacidad electrostatica Cap({2) se define como:
Cap(Q) := |V ul?dx
QC
i Cual es el dominio que minimiza Cap(2) sujeto a Vol(V) = c?

Iimy oo u(x) =0



Marco Teérico

Todos estos problemas estan asociados al estudio de un problema genérico de
la forma

Formulacién general
“Optimizar un funcional J : D — R donde D es la clase de dominios admisibles
para el problema".

Nota: La clase de dominios admisibles depende de cada problema. Puede haber
restricciones sobre elementos de la clase D como alguna regularidad, el
volumen, area de la superficie, acotamiento, niimero de componentes conexos,
convexidad, poder parametrizar etc.

Las preguntas de interés

o jExiste una solucién al problema?
@ Si la solucién es Gnica, jpodemos caracterizar la solucién?

o jPodemos encontrar soluciones por métodos numéricos?




Calculo de Variaciones

Problemas como los mencionados antes forman parte de un campo fascinante
de la matematica llamado Calculo de Variaciones.

Perspectiva Histérica

(La Antigiiedad.) Problema isoperimétrico (Zenodorus, Archimedes,
Pappus), principios de Fermat

(Siglo 17) El desarrollo moderno tiene sus origenes en el Calculo de
Newton y Leibniz. Famosos problemas incluyen: problema de resistencia
minima, problemas geodésicos.

El problema de braquistécrono de los hermanos Bernoulli también
estudiado por Galileo.

Esparcimiento a la fisica: el famoso principio de minima accién atribuido a
Maupertuis pero que en realidad habia formulado Leibniz antes que él:

"La Naturaleza minimiza el esfuerzo"
(Siglo 18) Los fundadores: Euler y Lagrange.
(Siglo 19) Aportes fundamentales de Weierstrass, Jacobi, Legendre.
(Siglo 20) Contribuciones de Hilbert, Pontryagin.

Piedra fundamental para mecanica clasica, mecanica cuantica y varios
principios de fisica y problemas de ingenieria.




Formulacién general de algunos problemas

Problema (Curvas)

Sea L:R x R"” x R” — R una funcién derivable hasta un cierto orden en todas
sus variables

u(t,x) := inf {/ot L(s, w(s), w'(s))ds : w(0) = xo, w(t) = X}

donde el inf es con respecto a curvas C* que cumplen alguna restriccién, por
ejemplo, [; g(s, w(s), w'(s),...)ds = c.

.

Problema (Integrales Maltiples)

Sea L : R" x R™ x R™" — R una funcién derivable hasta un cierto orden en
todas sus variables

inf {/ L(x, u, Du)dx : u= g sobre 69} .
Q

.




Optimizacién Global - Existencia

Sea X un conjunto no-vacio y f : X — R. Ahora considere el problema de
minimizacién
inf{f(x): x € X}.

i Cuando podemos decir que f alcanza su infimo?

Teorema (Teorema de Weierstrass - extendido, Ejercicio)

Si X tiene una topologia Hausdorff para cual:
@ X es compacto y,

@ f: X — R es semi-continua inferior, es decir, {x : f(x) < c} es cerrado
para cada c € R. En caso de un espacio topolégico metrizable, se puede
reemplazar la definicién por: para cada sucesion x, que converge a un x

liminf f(x,) > f(x),

n— oo

entonces f alcanza su infimo sobre X.

Problema a resolver

Encontrar una topologia adecuada sobre X dado f, si se puede, para que se
cumplan las condiciones (1) y (2) del teorema.




Optimizacion Global - Condiciones Suficientes

Definicién (Funcién Convexa)

Sea U un subconjunto abierto de un espacio normado X y f : X — R. Se dice
que f es convexa sobre A si, para todo x,y € Uy t € [0,1],

Fbx+ (1 - t)y) < t(x) + (1 - )F(y)




Optimizacion Global - Condiciones Suficientes

Teorema

Sif: A— R es convexa y tiene un minimo local en xo, es decir, existe una
vecindad V' de xo tal que

f(xo) < f(y) para todoy € V

entonces f(xo) = min{f(x) : x € X}.

Demostracién Suponiendo lo contrario si existiese y € A tal que f(y) < f(xo),
entonces tomando z; = ty + (1 — t)xo,

f(ze) < tf(y) + (1 — t)f(x0) < tf(x0) + (1 — t)f(x0) < F(x0)
y para t suficientemente pequefio z: pertenece a V lo cual es una contradiccién.

R



Condiciones de Minimo Local

Condicién Necesaria 1

Si A es un abierto en un e.v.ny f : A — R es derivable con un minimo local en

un punto xp en A entonces
Df(Xo) =0.

.

Condicién Necesaria 2

Si f: A— R es dos veces derivable en un abierto A en un e.v.n y tiene un
minimo local en un punto xo en A, entonces Df (xo) = 0 y D*f(xo) es
semi-definida positiva, en el sentido D?f(xo)(v, v) > 0 para todo v € X.

A

Condicién Suficiente

Si f: A— R es dos veces continuamente derivable en un abierto A en un e.v.n,
Df(x0) = 0y D*f(x0) es fuertemente definida positiva, en el sentido de que
existe o > 0 tal que

D?*f(x0)(v,v) > al|v||* para todo v € X,

entonces xp es un minimo local.

A




El sentido de la derivada

Sea A un abierto en un e.v.n X.

Derivada de Gateaux

se dice que f : A — R es derivable en el sentido de Gateaux en un punto xp en
A si existe una L € £L(X,R) tal que

lim [If(x + tv) — f(x) — tLv|| _

t—0 t

0

para todo v € X. L se llama la derivada de Gateaux y se nota como Df(xo).
v

Derivada de Segundo Orden

Si f : A— R es derivable en el sentido de Gateaux en A se dice que f es dos
veces derivable en el sentido de Gateaux en xo € Asi Df(x) : X — L(X,R) es
derivable en el sentido de Gateaux en xp. Esto es, existe B: X x X — R
bilineal tal que

lim ||Df (xo + tw)v — Df (xo)v — tB(v, w)]|

t—0 t

=0.

B se nota por D*f(xo).

.




Flujos Gradientes y Discretizacién Temporal

Sea H un espacio de Hilbert y E : H — (—o00, +0o0] un funcional suave.

1. Flujo Gradiente Continuo

Buscamos una trayectoria v : [0, +00) — H que evolucione segin la direccién
de maxima descenso del funcional E:

{u'(t) = —VE(u(t)), t>0
u(0) = wo

2. Discretizacién: Esquemas Explicito e Implicito

Dado un paso de tiempo 7 > 0, aproximamos u, ~ u(nT):
o Euler Explicito (Forward): upy1 = up — 7VE(us)
Limitacién: Requiere pasos T extremadamente pequefios por estabilidad.
o Euler Implicito (Backward / Esquema JKO): u,y1 = up — TV E(uUnt1)
Incondicionalmente estable y extensible a espacios métricos generales
mediante variacional:

. 1
Unt1 € arg min,cq, {E(u) + Z”U — u,,||2}




Aproximacién de Moreau-Yosida

La resolucién del paso backward motiva el operador de regularizacién suave del
funcional E.

Definicién (Proximal y Regularizacién de Moreau-Yosida)

Para A > 0y u € H, definimos:
g . 1
o Operador Proximal: Proxyg(u) := arg min, <, {E(v) + EHV = u||2}

o Envolvente de Moreau-Yosida: Ej(u) := |2L {E(v) + %Hv = u||2}

v

Propiedades Clave de Ex

@ Suavizacién: Aunque E no sea diferenciable, Ex € C' y su gradiente es
+-Lipschitz:

u — Proxxe(u)

A

@ Monotonia y Convergencia Puntual: Ej(u) < E(u) y
limx o+ Ex(u) = E(u).

VE\(u) = (Aproximacién de Yosida)

A




Equivalencia de Problemas de Minimizacién

Existe una relacién profunda entre los minimizadores del funcional original no
suave E y los de su versién regularizada Ej.

Teorema (Equivalencia de Puntos Criticos y Minimizadores)

Sea E : H — (—o0, +00] convexo, propiamente dicho e s.c.i. Para cualquier
A>0:

@ u* es un minimizador global de E en H si y solo si u™ es un minimizador
global de Ey en H.
@ Ademas, los valores minimos coinciden:

min E(u) = min Ex(u)

© Se cumple que u™ es un punto fijo del operador proximal:

Proxxe(u™) = u™.

A

Consecuencia Practica

Un problema de optimizacién no diferenciable o mal condicionado min E(u) se
puede substituir equivalentemente por la solucién del problema suave bien
condicionado min Ej(u), o resolver iterativamente mediante el esquema
implicito un+1 = Prox-g(un).

.




Optimizacién con Restricciones

El Problema y el Lagrangiano

Sean X, Y ev.n., AC X abierto, f : A— Ry g: A— Y diferenciables. Para
el problema con restricciones de igualdad min{f(x) : g(x) = 0}, definimos el
Lagrangiano £ : A x Y* — R como:

L(x,A) = f(x) + Mg(x))

Condicién Necesaria de 1.*" Orden (Multiplicadores de Lagrange)

Si xo € A es un minimo local de f sujeto a g(x) =0y Dg(xo) : X — Y es
sobreyectivo, entonces existe un tnico Ao € Y™ tal que (xo0, Ao) es un punto
critico de L:

D L(x0, Xo) = Df(x0) + Xo 0 Dg(x0) =0 en X*

.

Condicién Suficiente de 2.° Orden

Si (X0, o) satisface la condicién de 1.er orden y el operador Hessiano
D2 L(x0, Xo) es fuertemente definido positivo en el nicleo de Dg(xo):

Dfll(xo,)\o)(v, v) > a||v||2 Vv € ker(Dg(x0)), a>0

entonces xp es un minimo local estricto del problema restringido.

.




Lema Fundamental del Calculo de Variaciones

Para hallar un punto critico del funcional J(u) = [, L(x, u, Du) dx, igualamos
su derivada de Gateaux a cero en cualquier direccién v € C°°(Q).

1. Variacién del Funcional

Consideramos la perturbacién u + tv con V’asz =0:

0J(u;v) = %J(u + tv)

2. Integracién por Partes

/DgL:Dvdx:—/div(DgL)-vdx
Q Q

:/[DUL-v+D§L:Dv]dx:O
Q

3. Deduccién: La Ecuacién de Euler-Lagrange

/ [DyL —div(DeL)]-vdx =0 Vv e C(Q)
Q

Como v es arbitrario, obtenemos la Ecuacién de Euler-Lagrange:

D,L —div(DeL) =0 en Q




Euler-Lagrange y Ecuaciones de Hamilton (1D)
Para el funcional inf fot L(w(s), w’'(s)) ds sobre trayectorias w(s):

1. Ecuacién de Euler-Lagrange

Un punto critico w(+), satisface la EDO de segundo orden:

B ) — % (DaL(x(s),x'(s))) =0 en (0,1)

.

2. Transformada de Legendre y el Hamiltoniano

Introducimos el Hamiltoniano H que es funcién de p, el momento conjugado,

H(x,p) := p- a(x,p) — L(x, q(x, p))

suponiendo que p = DgL(x, q) tiene una solucién Gnica g(x, p) suave en (x, p).
Entonces DxH(Xv P) = _DxL(Xv q(Xa P)) y DPH(Xap) = q(X,P)

v

3. Ecuaciones Candnicas de Hamilton

El sistema de orden 2 de Euler-Lagrange equivale al sistema de orden 1 en el
espacio de fases (w, p):

x'(s) = DpH(x(s), p(s)),  P'(s) = —DxH(x(s), p(s))




La Ecuacién de Hamilton-Jacobi

Considerando la funcién valor
u(t,x) = inf { [; L(s, w(s), w'(s)) ds : w(0) = xo, w(t) = x}:

Principio de Programacién Dinamica

Para cualquier 0 < h < t, la funcién valor satisface la propiedad de semigrupo:

u(t,x) = inf {u(t — h,w(t — h)) + /tih L(s, w(s), w'(s)) ds}

Ecuacién de Hamilton-Jacobi (EDP de 1." Orden)

Tomando el limite cuando h — 0%, la funcién valor u(t, x) resulta ser solucién
(en sentido clasico o de viscosidad) de la EDP no lineal:

Oru(t,x) + H(t,x, Dxu(t,x)) =0 en (0, T) x R"

con condicién inicial u(0,x0) = 0.

.




El Problema Isoperimétrico

Objetivo: Hallar una curva plana cerrada y simple de longitud fija L > 0 que
maximice el area A encerrada por ella.

Formulacién Paramétrica

Parametrizamos la curva cerrada por t € [0, T] como x(t) = (x(t), y(t)) con
x(0) = x(T). Queremos resolver:

Maximizar A(x,y) = / (xy" — yx') dt

sujeto a la restriccién de longitud fija:

Py) = [ VP FOPd =L

\

Lagrangiano Aumentado

Introduciendo un multiplicador de Lagrange constante \ € R:

L0y 'y N) = 300 = )+ WG T O

.




Prueba Geométrica: La Demostracién de Schmidt (1939)

Consideramos una curva plana simple, cerrada y suave a(s) = (x(s), y(s))
parametrizada por longitud de arco s € [0, L], que encierra un area A.

b

a X

2
Figura: Circunferencia de referencia: a(s) = <X(S), :I:\/r2 - (x(s) - %b> )



Prueba de Schmidt: Desigualdad Isoperimétrica

Sumando ambas representaciones de area obtenemos:

L
A= [ (x(e)y'(6) = 7e)x (5))

3. Paso Clave: Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz punto a punto en el integrando:

xy' =X <R+ PR+ ()R =V V=1

Integrando a lo largo de s € [0, L] resulta la desigualdad:

L
A+7rr2§/ rds=Lr
0

4. Conclusién (Desigualdad MA-MG)

Usando que 2v/A-7tr2 < A + mr? (desigualdad media aritmética-geométrica):

2rVTA < Lr = 4A7A < L2




Isoperimétrico en Dimensién 2. Solucién de Euler y Lagrange

Ecuaciones de Euler-Lagrange Aumentadas

Para el funcional J(x,y) = foT L(x,y,x',y") dt, las condiciones necesarias son:
oL _d (oL _, 0L d (L) _,
ox dt\ox' ) dy dt \dy' )

Integraciéon Directa

Calculando las derivadas parciales e integrando respecto a t:

/ /
y’+)\i<x>=0:>y—}’o=—)\x

VX2 + ()2

; d

X — A yil =0 x—xozx\yil
dt( (x')2+<y')2> - COEN(AE

Los puntos criticos son circunferencias: jSera un maximizador? Taller 1

2P+ () 2

(x =x)" +(y —y0)" = A 2+G)2




Curvatura de una curvatura critica

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d (X d [y
S W (AT X oA=L =
v dt ( v) 0, X dt ( )
1. Forma Vectorial

Esto se puede escribir vectorialmente como
d (X ds
’
_ P A
(=¥ x) + ds(v )dt
Como T(s) = (X—Vl, y—/) es el vector tangente y N(s) = (—y—v,, X—‘:) es el normal:

()+AZ—T 2%25):%,\/(5)

2. ldentificacién con Frenet-Serret

Por la primera ecuacién de Frenet-Serret en el plano, 4F = k(s)N(s). Por

comparacién directa:

K(s) = % = constante




Flujo Isoperimétrico

Objetivo

Minimizar el perimetro P de una curva cerrada r(t,7) = (x(t, 7), y(t, 7))
manteniendo el area encerrada Ap estrictamente constante.

Perimetro : Area :
1 1
PZ/ VX2 + y2dt A:l/(xy—yi()dt
0 0

1. Gradiente del Perimetro (Fuerza de Contraccién)

I e NN
ox — dt \Ji| )’ 6y  dt \|i|

2. Gradiente del Area (Restriccién de Volumen)

A _, 0A_
ox Sy

N

.




Sistema de EDPs del Flujo Isoperimétrico

Utilizando un multiplicador de Lagrange A\(7) para acoplar la minimizacién del
perimetro con el area constante, obtenemos el sistema de evolucién en el
tiempo artificial 7

Sistema Continuo de EDPs

7= (i) +20
-5()

o Término de curvatura: Deforma la curva hacia adentro para reducir el
perimetro.

e Término de Lagrange \(7): Actla como presion interna para fijar el area
Ao.

o Resultado: Relajacién suave y continua hacia una circunferencia perfecta.
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